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摘 要 对 于 给 定 的 自然 数 mw 著名 的 Smarandache 函数 S(m) 定义 为 S(P) = min{r : 
mm E 六, 史 |mm!}. 本 文 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 S(n) 的 值 分 布 性 质 , 并 给 出 了 一 些 
有 趣 的 渐 近 公式 . 
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Abstract Given a positive integer mn, the defnition of the famous Smarandache function 
is: Sn) = min{fm :me Nm .The main purpose of this paper is to study the 
value distribution of the Smarandache function by using the elementary method,， and 
give some interesting asymptotic formnujlae， 


Keywords Smarandache function; Smarandqache-multiplicative function; asymptotic 
formula 

MR(2000) Subject Classiftcation 11B83 

Chinese Library Classification O156.4 


1 引言 及 结论 
对 于 给 定 的 自然 数 n, 著名 的 Smarandache 函数 5(m) 定义 为 
9) = min{fm :me Nmnmm. 


令 p(n) 表示 的 最 大 素 因 子 , 则 易 知 S(p) > p(m). Erd5s 口 指出 , 对 大 多 数 mw Sn) = p(m). 这 
就 意味 着 W(z) = o(z), 这 里 N(z) 表示 满足 m<z 和 Sn) 入 bp(n) 的 自然 数 ”的 个 数 , z > 3 
为 实数 . 从 5(n) 的 定义 还 可 以 得 到 如 下 的 事实 : 令 p 为 素数 , 则 3S(p) = 访 如 果 关 4 且 关 P， 
则 5S(n) < %. 由 以 上 两 个 简单 的 性 质 , 可 以 得 到 5(n) 和 r(z) 如 下 的 一 个 关系 式 


rm--+ 二 [2 吏 ] 
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其 中 r(z) 表示 不 超过 z 的 素数 的 个 数 , [z] 表示 小 于 或 等 于 z 的 最 大 整数 . 

令 和 mn 也 是 一 个 正 整数 ， 如 果 一 个 算术 函数 Fn) 满足 Am .m) = max{j(m), An)}， 这 里 
(m,m) = 1, 我 们 便 称 fm) 为 Smarandache 可 乘 函 数 . 显然 , Smarandache 可 乘 函 数 不 是 可 乘 函 
数 . 因为 当 p,9 为 两 个 不 同 的 素数 时 ,jpgq2) 关 fp)J(q9). 由 定义 容易 看 出 S(a) 和 p(m) 均 为 
Smarandache 可 乘 函 数 . 在 文 [2?] 中 , Tabirca 证 明了 一 个 关于 Smarandache 可 乘 函 数 的 有 趣 性 
质 : 如 果 Fn) 是 Smarandache 可 乘 函 数 , 则 9(”) = min{jld) :dln de N} 也 是 Smarandache 
可 乘 函 数 . 设 自然 数 ”有 标准 素 因 数 分 解 式 郊 = 24:p22 .…p2, 我 们 定义 一 个 新 的 Smarandache 
可 乘 表 数 9SM(n) 如 下 

9Af(n) = max{9M(p2) :1 =12 .7} 
且 
MY(D) 一 0iDi， 1 一 1)2 .7 
事实 上 ，5(m)，5M (nz) 和 p(nm) 之 间 有 着 非常 密切 的 关系 本文 将 用 初等 的 方法 研究 9(n) 和 
Mn) 的 值 分 布 性 质 以 及 这 三 个 Smarandache 可 乘 函 数 之 间 的 关系 , 并 给 出 几 个 有 趣 的 渐 近 公 
式 , 即 就 是 证 明了 如 下 的 结论 : 
定理 1 对 任意 实数 z > 3, 我 们 有 如 下 的 渐 近 公式 


26(3)z 和 
开 Cm -za + 人 is 
其 中 5(s) 为 Riemann zeta- 函数 . 
， 1 不 难看 出 ， Prd5s 的 断言 不 仅 是 正确 的 ,而 且 存在 S(n) - P(n) 的 一 个 有 趣 的 均 方 


值 公 
定理 2 对 任意 实数 z > 3, 我 们 有 如 下 的 渐 近 公式 


记 Gexom -nm +o( 襄 直 


3]nz 


了 区 工 


从 证 明 过 程 可 以 看 出 在 绝 大 多 数 情况 下 3S(n) 和 SM(n) 相等 ， 


2 几 个 引 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 儿 个 引 理 : 
引 理 1 (iD 如 果 p(p) > vm, 则 Sm) = 4() = Pi 
人) 如 果 半 = mplpln) 且 叶 <P<pm<sv 则 Sn)=SM(n) = p(n). 
(ii) 如 果 = mpz(m 且 1 < ztnj<vm 则 Sm) = SM(n) = 2p(7m). 
证 明 ”我 们 只 证 明 有 关 3(z) 的 结果 , 关于 59A7 (nm) 的 结果 可 以 类 似 地 证 明 . 
四 令 =2222 Drip 则 pp222 pr < VE < pm 那么 p8 ph55 = 
1,2 .7 一 1 所 以 了 |(p(m)) 儿 但 是 p(njftpn) -1 故 Sn) = 2(m). 
的 根据 m < 对 < Pi < ptmj), 利用 同样 的 方法 我 们 可 以 证 明 S(n) = pm 
(ii 如 果 半 = mp2(n) 且 人 < pm <v 克 那么 由 < 2( 四 又 因为 m2(n)|1(2p(n))5 所 以 
攀 | (2p( 四 ) 儿 而 22(p)f2p(m) 一 1 故 5(n) = 2p(m). 
这 样 便 证 明了 引 理 1. 
引 理 2 ”对 任意 实数 z > 3, 有 如 下 估计 
》， (Sa) - p()2 < zln2z 和 》 (SM(n] - p(m)2 < zs ln2z. 
m<z m<z 


于 耻 
D(m)<7m3S P(n)<m3 
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证 明 令 mm = Tip8， 则 有 3S() = maxi<i<r{9(p2)} < maxl<i<rfaipil. 令 ap = 
maxl<i<r{faipij, 则 S(m) 和 plnm. 注意 到 , 如 果 w = 1 那么 p= pm), 故 9) 一 pm) =0 有 


>》 (SPp) - p(mn))2 < 3 2D21n2 一 > p2ln27 


m<2Z 有 和 7 mD2<z 
工 二 
如 (了 2) 区 史 了 刀 艾 见于，D2 | DP<z 志 
公 
= 》2》 nzc& >》 zmzczain2zr 
P<z 坦 7 评 D<z 雪 


这 样 便 证 明了 引 理 2 
引 理 3 令 p 为 素数 , m 为 正 整数 县 m < zt 则 有 渐 近 公式 


》， 人 ee + 有 庆 | 


二 一 3m(lnz 一 Inyrm) 7 和 1n2 V 至 
证 明 令 r(z) 为 不 超过 z 的 素数 的 个 数 , 注意 到 r(z) = 语 +O( 表 5) ,由 Abel 恒等式 
( 见 文 [3), 有 本 
2 7 rV) 一 一 mr(mjm2 - 2 (bt 
?7 /7 汪 
m<p<V 束 
2 2 了 了 
加 一 了 O 
CC 


这 样 便 证 明了 引 理 3 


3 定理 的 证 明 


这 节 完 成 定理 的 证 明 , 首先 证 明定 理 1 从 引 理 1 (ii) 知 : 如 果 p(p) > Vm, 则 3(m)-p(m) = 0. 
所 以 , 结合 引 理 1 和 引 理 2, 有 


》 (Sa) -p(o)) () 

= 》， (5 -po)j2+ >》 (Se) 一 pn) (2) . 
站 商 和 

= >》 (SG 一 po) ) 
ER 

= 》 (Sm 四 -pmj2+  》 (SO 一 po ( 
0 局 

= 》 (sm -pm)2+O(ziln2z). (5) 


nm 于 <ptn)<v 瑟 


注意 到 , 当 mn < p(n) < vV 厂 时, m” 只 有 如 下 的 几 种 情况 : 
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(7 = mpD2(P); 

(2) 7 = mplip(m), 其 中 m < pl < plm); 

(3)=mmp(p), 县 p(m) < 

对 于 第 (3) 种 情况 , 如 果 5(n) = pz(mn), 则 和 式 为 零 ; 如 果 5S(n) 夭 p(m), 则 必 存 在 pe | mm 
a>2 且 ap > pm), 那么 必 有 P < 0 故 按照 引 理 2 的 估计 方法 , 同样 可 以 估计 第 (3) 种 情况 
下 和 式 的 阶 不 超过 z 弛 ln2 z, 所 以 从 引 理 1 (ii, 有 


> ， (SO -pm)? (6) 
亿 挟 工 
m 寺 <p(n)<v 克 
生 > (S(mp2) -plmp2))3 (7) 
7mP2< 工 
(mp2) 雪 <P<V mp? 
示 >》， (S(npipa) - p(mplpa))2 十 O(z# ln2 Z) (8) 
TDP12D2 六 工 
(mpipa) 吉 <pl <pa<V7F1F5 
二 》、 22 廿 O(z 和 ln2z) (9) 
7mnD2 扫 他 
(mp2?) 二 <p<Vmnpz 
= 》  》 且 +O(ziln2z)， (10) 
mm<z 坦 7mn2<D2 扫 豆 焉 


现在 利用 引 理 3, 可 以 得 到 


2 2z 了 和 
2 3 光 人 (去 (二 二 人 


。 


mm<z 坦 mm ”<P 和 页 7m 区 Z3 
人 +o( s- (12) 
0 3 2 
和 VS 克 In 轨 
26( 呈 )7 工 和 
海 O 
3lnz 本 ln2z (13) 


结合 (5), (10) 以 及 (13) 式 , 便 可 以 得 到 崭 近 公式 
2 26( 双 7 2 
》 (95 人) -pz(m) = +o( 疡 -) 


妹 拉 工 


这 样 便 完 成 了 定理 ! 的 证 明 . 利用 相同 的 方法 还 可 以 证 明定 理 2. 
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